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Examen Calificacién (Parte II)
Doctorado en ciencias mencion matematica

Nota. Cada pregunta es de desarrollo, justifique todos los pasos en su desarrollo.

1. (a) Sea F un cuerpo, M = M,(F) el anillo de matrices de orden n sobre F, y
G = GL,(F) el grupo de elementos invertibles de M. Para un subconjunto X de
M, sea
Cu(X)={T € M: ST =TS para cada S € X}.
Sea Cg(X) definida andlogamente.

i. Demostrar que C(X) es un F-subespacio vectorial de M para todo subcon-
junto X de M.

ii. Suponga que X, C --- C X5 C X; es una cadena de subconjuntos de G tal
que

i 0y, C---C Gy,
donde C; = Cg(X;), 1 < i < r. Demostrar que r < n?.

(b) Sea V un espacio vectorial de dimensién n sobre Q y 7': V' — V una transfor-
macion lineal con polinomio minimal z* — 22 — 2 sobre Q.

i. Demostrar que n es par.
ii. Sean Vi ={v eV : T*v) = v}y Vo ={v eV : T?(v) = 2v}. Demostrar
que ambos V; y V5 son T-invariantes y que V =V & V5.

2. Sea Ry[z] el espacio vectorial de polinomios en la variable x de grado menor o igual a
4. Considere el funcional

L:Ryz] - R, L(P) = /_1 P(2) — ||| dz.

(a) Si P € Rylz], definimos su parte par P, € Rylz] como P.(z) = $(P(z) +
P(—x)). Demostrar que L(P) > L(Ppa)-

(b) Determine el infimo del funcional L sobre Ry|[x].

3. (a) Sean X e Y espacios representados en la figura:

X

ysea p:Y — X una aplicacion continua que envia homeomérficamente cada arco

A; (respectivamente, B;) sobre A (respectivamente, sobre B) segun la orientacién
? )

indicada.



i. Demostrar que p es un cubrimiento topolégico.
ii. jCual es el grupo deck de p 7 Deduzca que p no es un cubrimiento de Galois.

iii. Construya un cubrimiento doble ¢ : Y — Y tal que poq : Y — X sea un
cubrimiento de Galois.

(b) Sea S = {(x,y,2) € R®: 2? +y* + 2* = 1}. Considere los conjuntos
A=Sn{z=0}, B=Sn{y=0}, C=Sn{z=0}.
Determine el grupo fundamental 71 (X), donde

X=AUBUC.

4. (a) Sean n,m > 1 enteros positivos con maximo comun divisor d. ; El ideal de Q[z]
generado por ™ — 1 y 2™ — 1 es un ideal principal ?

(b) Sea K/Q una extensién de Galois cuyo grupo de Galois es el grupo cuaterniones

(Ys. Demostrar que K no es el cuerpo de descomposicién de un polinomio de
grado 4 en Q[z].

(c) Sea L C C una extension de Galois finita de @Q con grupo de Galois G. Suponga
que G tiene orden impar. Demostrar que L C R.

5. Sea la funcién fo continua en [0,1], sea f,(x) = [, fa—1(y) dy paran =1,2,..., y sea
M, = Sup0§x§1|fn($)|‘

(a) Demostrar que |f,(z)| < Mo%: para z € [0,1], n=1,2,....
(b) ;Es verdad que, para cada A > 1, A"M,, — 0, cuando n — oo ?



